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Resumen

La inclusién del tema “simetrias” en el programa de estudio de la Educacion General Basica
(EGB) invita a los docentes en el area de Matematica a buscar distintas maneras de tratar el
tema y de trabajar con sus estudiantes. Esta es una propuesta para trabajar el tema
considerando el cambio de enfoque que provoca la inclusién del tema en los programas de
estudio.
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Enfoque afin — enfoque sintético — enfoque métrico — enfoque SMSG — geometria euclidiana —

congruencia — eje de simetria — simetrias — reflexion.

Objetivo

Proporcionar al profesor de secundaria la oportunidad de acercarse, en forma practica, a los

contenidos propios de la simetria axial.

Introduccioén

Una de las ultimas modificaciones hechas al programa de estudios de Matematica para
secundaria contempla la inclusidn del tema “simetria axial” en octavo afio. Este tema pertenece
al estudio de la geometria afin y fue insertado en un programa de estudios que contempla el

trabajo en geometria euclidiana tradicional desde un enfoque diferente.

El enfoque de estudio de los demas temas de Geometria del programa no varié. Ademas, no se
dio una orientacion, o al menos una justificacién, de cédmo, por qué o para qué se hace esta

combinacion. Sin embargo, los profesores de Matematica, que trabajan con estudiantes de
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octavo ano, se ven en la obligacion de buscar la forma de mezclar estos dos enfoques dentro

de un mismo curso.

Las actividades a desarrollar en este taller pretenden lograr que los docentes participantes se
concienticen sobre la existencia de dos enfoques diferentes de la Geometria en el programa de
estudios y que, ademas, valoren diferentes actividades que se les proponen para trabajar con

los estudiantes de octavo afo.

Marco teodrico

Para trabajar las simetrias axiales es necesario tener claro el conjunto de herramientas de las
que se dispone. Para esto es preciso ubicarse en cual de los diferentes enfoques de la
Geometria se trabajara y con ello determinar la mejor manera de lograr los objetivos propuestos

en los programas de estudio.

Enfoques de estudio de la Geometria euclidiana

Un enfoque para el estudio de la Geometria es un marco que delimita el trabajo a realizar, esto
implica, por ejemplo, conocer el conjunto de axiomas y de conceptos primitivos que se
consideraran. A partir de un enfoque especifico, se puede llegar a unas conclusiones
particulares no siempre iguales a las que se obtienen tomando como punto de partida uno
diferente. Aunque los resultados obtenidos de distintos enfoques difieran eso no implica que

sean inconsistentes con el marco elegido.

Para el estudio de la Geometria existen varios marcos diferentes. En Costa Rica, el programa
de estudios vigente para la Ensefianza General Basica (EGB), sefiala que debe estudiarse
Geometria euclidiana; pero no indica el enfoque matematico que debe usarse para trabajar en

este tema. A continuacion se detallan cuatro enfoques:

Enfoque sintético: surge con la Geometria griega. En esta forma particular, no se utiliza el
concepto de medida y solo se trabaja con las propiedades de las figuras. Este enfoque fue
planteado por Euclides y se consigna en la obra Los Elementos. David Hilbert (1862 — 1943)
reestructuré la Geometria de Euclides a la manera moderna de un sistema axiomatico. En

realidad, Hilbert hizo un poco mas que esto, pues aparte de reformular los axiomas euclidianos,



le dio el valor merecido al sistema deductivo y a la sintaxis utilizada para escribir el lenguaje
matematico, y planted que el contenido semantico del sistema puede ser remplazado por otro
cualquiera. Hilbert estipulé:

e 5 definiciones

e 4 axiomas de conexion

e 4 axiomas de orden

e 5 axiomas de congruencia

e 1 axioma de paralelismo

e 2 axiomas de continuidad

A partir de esta estructura, aun se demuestran teoremas.

Enfoque métrico: George David Birkhoff (1884 — 1944), matematico norteamericano,
establecio las bases del enfoque métrico de la Geometria euclidiana. Este enfoque se diferencia
del anterior porque postula una funcién de “medida” que permite utilizar este recurso con las
figuras geométricas. Birkhoff determiné:

e un conjunto de términos no definibles

e varias definiciones

e 4 postulados

Es necesario sefalar que este enfoque surge directamente de la base aportada por Euclides en
su obra magna. El enfoque métrico permite partir de una menor cantidad de axiomas que el
enfoque sintético. Al partir de otros axiomas u otras definiciones; como por ejemplo la funcién
de medida de longitud, la de medida de area y la de medida angular; los teoremas que se
deben y se pueden demostrar también cambian. Las propiedades de los numeros reales
pueden y son usadas para trabajar los temas geométricos. Desde esta perspectiva, el enfoque

propuesto por Birkhoff permite una interrelacion entre los conjuntos numéricos y la Geometria.

Enfoque del grupo de Estudio de la Matematica Escolar SMSG: este enfoque mezcla
elementos de los dos anteriores y se relaciona con la llamada Matematica Moderna de los afos
sesenta. Es el utilizado en Costa Rica en los programas de estudio, pero no es claro debido a
las modificaciones que han sufrido. Aunque no se especifica en ningun documento oficial, es el

utilizado en la produccion de libros de texto y materiales didacticos.



Basicamente, este enfoque considera tres conceptos no definidos (punto, recta y plano) y un

grupo de 22 postulados en los que se basa toda la Geometria que se estudia en la EGB.

Enfoque afin: este enfoque para el estudio de la Geometria se debe a Félix Klein (1849 —
1925). En 1872, pronuncid una conferencia en la que ofrecié una vision de la Geometria desde
el punto de vista de la Teoria de grupos. Esta conferencia se conoce con el nombre de
Programa de Erlangen. Este programa es el resultado de un trabajo matematico arduo. El
planteamiento surge a partir de la busqueda de definir la Geometria y de clasificar sus objetos
de estudio. La principal herramienta para este enfoque es el Algebra lineal. Estudia las
transformaciones del plano en él mismo y las propiedades que se mantienen invariantes,

analogamente para el espacio.

Una de las ventajas que presenta este enfoque sobre los otros que se han mencionado, es la
estrecha relacién que presenta con otra area de la Matematica. El Algebra lineal es una de las
ramas con mas aplicaciones a otras ciencias. Si los estudiantes que se graduan de bachilleres
pudieran manejar las diferentes areas de la Matematica de forma mas integral, podrian aplicar

sus conocimientos con mayor facilidad a la resolucién de los problemas que se les plantean.

Simetria axial

A continuacion se presentaran las definiciones y algunos resultados basicos para el trabajo de
este tema con estudiantes de secundaria. El desarrollo propuesto considera una distribucién de
temas diferente al establecido por el Ministerio de Educacién Publica (MEP); basicamente se
asume que el estudiante ya conoce el concepto de congruencia de triangulos. Esto se debe a la
consideracion de los enfoques de estudio de la Geometria y el deseo de evitar que el tema esté

aislado.

l. Transformaciones en el plano

Definicion 1: Una transformacién en el plano es una correspondencia entre sus puntos, tal que

a cada uno se le asocia un unico punto del mismo plano. Si al punto 4 se le asocia el punto 4,

se dice que A4 es la preimagen de 4,, o bien, que 4, es laimagende 4.



Definicion 2: Una transformacion que preserva distancias se llama isometria.

Definiciéon 3: Un punto P del plano se dice que es un invariante bajo una transformacion si es

igual a su imagen.

Definiciéon 4: En un plano, una simetria respecto a una recta / es una transformacién que a

cada punto P del plano le hace corresponder otro punto QO de la siguiente manera:

e Si P pertenece alarecta / entonces Q=P.

e Si P no pertenece a larecta /, entonces / es la mediatriz del segmento P_Q

También se dice que QO es la imagen de P bajo la simetria respecto a /. A la recta [ se le

llama el eje de simetria.

Definiciéon 5: Si 4 es un conjunto de puntos en el plano, se dice que la recta [ es un eje de

simetria de A silaimagen de A bajo la simetria respecto alarecta [ es 4.
Propiedades de una simetria respecto a una recta

Teorema 1: Una simetria respecto a una recta es una isometria.

Demostracion:

Sean B y O, las imagenes respectivas de P y Q bajo la simetria respecto a una recta /. Hay

que probar que los puntos F y O, estan a igual distancia que los puntos P y O, es decir,

PO=PQ,.



CAso I: Ambos puntos P y Q pertenecen a la recta /.

Como los puntos pertenecen al eje de simetria entonces se cumple que: P=PF y O =Q, por lo

que la congruencia P_Q = B Q, es evidente.

CAsoO lI: Solamente uno de los puntos pertenece a la recta /.

Q

Suponga que el punto que pertenece a la recta es P, entonces P = F,.

Sea M el punto de la recta / tal que es el punto medio del segmento Q_Q entonces:
. MQ=MQ,
e MP=MP

e ZOMP = ZQ MPF, por ser rectos.

Por el postulado L.A.L. se tiene que APOM = AP,Q,M , por lo tanto P_Q = PO, como se queria

probar.

CAsO lll: Ambos puntos estan de un mismo lado de la recta /.



Sean M y N, respectivamente, los puntos de / tales que son los puntos medios de los
segmentos P_ID1 y Q_Q1
(1) Note que:

e MN=MN

e NP= N_P1 porque N es el punto medio de P_P1

o /MNP = ZMNP, por ser rectos.

Entonces APMN = APMN por el postulado L.A.L. Por lo tanto MP = M_R

(2) Como ZLQMN = ZQ,MN y ZNMP = ZNMP, entonces LOMP = /O MP,.

(3) M_Q = j\TQ1 porque M es el punto medio de Q_Q1

De (1), (2) y (3) se tiene, por el teorema L.L.L., que APMQ = AP,MQ, y por lo tanto P_Q = @

CAsO IV: Los puntos estan a lados distintos de la recta /.




Sean M y N, respectivamente, los puntos de [/ tales que son los puntos medios de los
segmentos Q_Q1 y P_P1 respectivamente. Ademas,
(1) Note que:

o MN=MN

e NPz N_E porque N es el punto medio de P_Pl

e /MNP = ZMNP, por ser rectos.

Entonces APMN = AP MN por el postulado L.A.L. Por lo tanto MP = M_R

(2) Como LOMN = ZQMN y ZNMP = ZNMP, entonces LQ MP, = ZOMP .

(3) M_Q = M_Ql porque M es el punto medio de QQ, .

De (1), (2) y (3) se tiene, por el teorema L.L.L., que APMQ = AFRMQ, y por lo tanto P_Q = PO, .

Teorema 2: El conjunto de los puntos invariantes por una simetria axial es el eje de simetria.

Demostracion:

Este teorema es consecuencia inmediata de la definicion de simetria axial:

Si P es un punto que pertenece al eje de simetria entonces es igual a su imagen, es decir, es
un punto invariante.

Si P no es un punto que pertenece al eje de simetria, entonces su imagen es un punto F tal

que el eje de simetria es la mediatriz del segmento PP, , por lo tanto P# P, y entonces P no

es un punto invariante respecto a esta simetria.

Los siguientes teoremas no se demostraran. Se incluyen porque son necesarios para el trabajo

que se realizara en el taller.



Teorema 3: Una simetria respecto a una recta preserva colinealidad y la relacion “estar entre”.

Es decir, si P, Q y R son puntos colineales y sus imagenes por la simetria respecto a la recta
[ son B, Oy R, respectivamente, entonces B, O, y R, también son colineales. Ademas, si

P—Q—-R entonces B -0, —R,.

Teorema 4: Si Py Q son puntos tales que sus imagenes por la simetria respecto a la recta /

—

son B y Q respectivamente, entonces, bajo esta simetria: la imagen de FQ es PO, la

imagen de FQ es PO, ylaimagen de @ es PO, .

Teorema 5: Bajo una simetria respecto a una recta /, la imagen de un triangulo es un triangulo

congruente a él.

Teorema 6: Una simetria respecto a una recta preserva medida de angulos. Es decir, si £, O,
y R, son, respectivamente, las imagenes de los puntos P, Q y R por la simetria respecto a la

recta /, entonces ZPOR = ZPO\R,.

1. Ejes de simetria en triangulos isésceles

Teorema 7: Si en el triangulo AABC, AB = AC entonces la mediatriz

del lado BC es un eje de simetria del triangulo.




Corolario: Si AABC es equilatero entonces la mediatriz de cada A

uno de sus lados es un eje de simetria del triangulo.

1. Ejes de simetria en paralelogramos

Teorema 8: La recta que contiene a los puntos medios de dos lados opuestos de un rectangulo

es un eje de simetria del paralelogramo.

Teorema 9: La recta que contienen dos vértices opuestos de un rombo es un eje de simetria

del paralelogramo.

Corolario: La recta que contiene dos vértices opuestos o los puntos medios de dos lados

opuestos de un cuadrado es un eje de simetria del paralelogramo.

D D
c c
—< —
B
A B
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Marco metodologico: procedimiento para el taller

El taller contara de cuatro partes:

1. Una pequefa presentacion y la explicacién del trabajo a realizar

Se trabajara con una presentacién de los enfoques de estudio de la Geometria euclidiana y de
la propuesta particular que se presenta para trabajar las simetrias axiales en octavo afio.

Tiempo aproximado para esta fase: 15 minutos.

2. Trabajo en grupos
Se trabajara en cinco grupos. A cada uno se le asignara una hoja de trabajo; éstas cuentan con
dos ejercicios diferentes, ya sea para resolverlo utilizando los conceptos de simetria axial o para

comparar la forma de resolver un problema con simetria axial y sin ella.

Los ejercicios que se utilizaran son los siguientes:

1. Demuestre el siguiente teorema: La recta que contienen dos vértices opuestos de un
rombo es un eje de simetria del paralelogramo.
2. El cuadrilatero ¢ ABCD es un rombo.

a. Cite todos los ejes de simetria de este rombo.

b. Trace la circunferencia de centro D y radio 2 cm. ¢ Tiene la nueva figura ejes de
simetria? Si existen, citelos todos.

C. Trace la circunferencia de centro B y radio 2 cm. ¢4 Tiene la nueva figura ejes de

simetria? Si existen, citelos todos.

1. Demuestre el siguiente teorema: La recta que contiene a los puntos medios de dos
lados opuestos de un rectangulo es un eje de simetria del paralelogramo.

2. Dos pueblos A y B se localizan del mismo lado de un rio sobre el cual se va a construir
un puente. Determine cual debe ser la posicion del puente de modo tal que la carretera que ira

de un pueblo a otro, pasando por él, sea lo mas corta posible. Justifique.

1. Demuestre el siguiente teorema: Una simetria respecto a una recta preserva medida de

angulos. Es decir, si B, O, y R, son, respectivamente, las imagenes de los puntos P, QO y R

por la simetria respecto a la recta /, entonces ZPOR = ZFR0OR,.
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2. En la figura M es el punto medio de ﬁy

HG | FH . Sin utilizar instrumentos de la medida del =
/ZDEC y el areadel AFGH .

a. Utilizando el concepto de simetria
axial.

b. Sin utilizar conceptos de la geometria

de las transformaciones.

1. Demuestre el siguiente teorema: Si en el triangulo AABC se cumple que AB = AC,

entonces la mediatriz del lado BC es un eje de simetria del triangulo.
2. En la figura A" y B’ son los simétricos
de los puntos A y B con respecto a la recta L.
Usando unicamente una regla graduada,
construya el simétrico del AABC. Indique
cada uno de los pasos que se deben realizar.

¢ Y si laregla no esta graduada?

1. En cada una de Ilas
siguientes figuras, los segmentos
son simétricos con respecto a una

recta L. Explique como se puede

encontrar L en cada uno de estos

casos, al menos de dos formas
distintas. Justifique.

2. Sin utilizar ningun instrumento, de la medida

del segmento AB . Justifique detalladamente.

a. Utilizando el concepto de simetria
axial.

b. Sin  utilizar conceptos de la

geometria de las transformaciones.

Tiempo aproximado para esta fase: 30 minutos.
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3. Exposicion de los resultados obtenidos
A cada grupo, se le solicitara que muestre a los demas el trabajo realizado y cémo le llevaron a
cabo.

Tiempo aproximado para esta fase: 30 minutos.

4, Comentarios finales y entrega de resumen.
El resumen que se entregara a los participantes incluye las definiciones de los enfoques y todos
los problemas y ejercicios propuestos para el trabajo en grupos.

Tiempo aproximado para esta fase: 15 minutos.
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